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Invariante Variationsprobleme.

(F. Klein zum fiinfzigjahrigen Doktorjubildum.)

Von

Emmy Noether in Gottingen.

Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181/,

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuierliche
Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich ergebenden
Folgerungen fiir die zugehorigen Differentialgleichungen finden
ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten, in den
folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prédzisere Aussagen machen als iiber beliebige, eine
Gruppe gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand
der Lieschen Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also auf
einer Verbindung der Methoden der formalen Variationsrechnung
mit denen der Lieschen Gruppentheorie. Fiir spezielle Gruppen und
Variationsprobleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu;
ich erwdhne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz
und seine Schiiler (z. B. Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle
unendliche Gruppenl?!. Insbesondere sind die zweite Kleinsche
Note und die vorliegenden Ausfiihrungen gegenseitig durch
einander beeinflullt, wofiir ich auf die Schlubemerkungen der
Kleinschen Note verweisen darf.



§ 1. Vorbemerkungen und Formulierung der Sétze.

Alle im folgenden auftretenden Funktionen sollen als analytisch
oder wenigstens als stetig und endlich oft stetig differentieerbar,
und im betrachteten Bereich eindeutig angenommen werden.

Unter einer ,, Transformationsgruppe® versteht man bekanntlich ein
System von Transformationen derart, da zu jeder Transformation
eine im System enthaltene Umkehrung existiert, und daf8 die
Zusammensetzung irgend zweier Transformationen des Systems
wieder dem System angehoéren. Die Gruppe heillt eine endliche
kontinuierliche &,, wenn ihre Transformationen enthalten sind in
einer allgemeinsten, die analytisch von g wesentlichen Parametern
€ abhéngt (d. h. die p Parameter sollen sich nicht als p Funktionen
von weniger Parametern darstellen lassen). Entsprechend versteht
man unter einer unendlichen kontinuierlichen G, eine Gruppe,
deren allgemeinste Transformationen von @ wesentlichen
willkiirlichen Funktionen p(z) und ihren Ableitungen analytisch
oder wenigstens stetig und endlich oft stetig differentiierbar
abhdngen. Als Zwischenglied zwischen beiden steht die von
unendlich vielen Parametern, aber nicht von willkiirlichen
Funktionen abhdngende Gruppe. Schliefllich bezeichnet man als
gemischte Gruppe eine solche, die sowohl von willkiirlichen
Funktionen, als von Parametern abhangt2!.

Es seien Tlyeeey Ty unabhédngige Veranderliche,
uy(z),...,u,(x) von diesen abhingige Funktionen. Unterwirft
man die £ und w den Transformationen einer Gruppe, so miissen
wegen der vorausgesetzten Umkehrbarkeit der Transformationen
unter den transformierten Groen wieder genau n unabhdngige —
Y1,-...,Yn — enthalten sein; die {ibrigen davon abhédngigen seien
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mit v1(y), . .., v,(y) bezeichnet. In den Transformationen kénnen
ou 06%*u
9z’ ag2'
auftreten'4). Eine Funktion heift eine Invariante der Gruppe, wenn
eine Relation besteht:

ou O%u ov 0%v
Pla,u & 28 V=P v, &, 22 ).
(“’ “ oz’ 9a? ) (y " By By )

auch die Ableitungen der » nach den x, also

Insbesondere wird also ein Integral I eine Invariante der Gruppe
wenn eine Relation besteht:

ou 0%u

o 0%
= /... , Uy —y ——, ... | dyl?
/ /f(yv Oy  Oy? )y

integriert {iber ein beliebiges reelles x-Gebiet und das
entsprechende y-Gebiet!®],

Anderseits bilde ich fiir ein beliebiges, nicht notwendig invariantes
Integral I die erste Variation I und forme sie nach den Regeln der
Variationsrechnung durch partielle Integration um. Es kommt
bekanntlich, sobald man du mit allen auftretenden Ableitungen am
Rande als verschwindend, sonst aber beliebig annimmt:

2) 6I=/.../6fda::/.../(z¢i (a: u, %,...)m)dm,

wo Y die Lagrangeschen Ausdriicke bedeuten; d. h. die linken
Seiten der Lagrangeschen Gleichungen des zugehorigen
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Variationsproblems §I = 0. Dieser Integralrelation entspricht eine
integralfreie Identitdt in du und seinen Ableitungen, die dadurch
entsteht, da man die Randglieder mit anschreibt. Wie die partielle
Integration zeigt, sind diese Randglieder Integrale {iiber
Divergenzen, d. h. iiber Ausdriicke

0A; 0A,
DivA = 22 o ...
v 0y e oz, ’

wobei A linear in du und seinen Ableitungen ist. Somit kommt:
3) ) hibu; = 6f + DivA.

Enthédlt f insbesondere nur erste Ableitungen der u, so ist im Fall
des einfachen Integrals die Identitét (3) identisch mit der von Heun
sogenannten , [.agrangeschen Zentralgleichung*:

. d 8_f r d’ll,i
(4) Z%‘s’uz’ =0f — Iz (Z 8_u;6uz) , (Ui = ) )

wihrend fiir das n-fache Integral (3) tibergeht in:

_ d of d of
(5) Z¢,5u, =0f - da; Z ou; dui | =+ — de,, Z du; du;
o o
Ox; Oz,

Fiir das einfache Integral und 3¢ Ableitungen der w ist (3) gegeben
durch:

(6) Z '(,b,, 5’&, = (Sf—
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und eine entsprechende Identitdt gilt beim n-fachen Integral; A
enthalt insbesondere du bis zur (3¢ — 1)ten Ableitung. Dafl durch
(4), (5), (6) tatsdchlich die Lagrangeschen Ausdriicke 1; definiert
sind, folgt daraus, dall durch die Kombinationen der rechten Seiten
alle hoheren Ableitungen der du eliminiert sind, wahrend
andererseits die Relation (2) erfillt ist, zu der die partielle
Integration eindeutig fiihrt.

Es handelt sich nun im folgenden um die beiden Satze:

I. Ist das Integral I invariant gegeniiber einer &,, so werden g

linear-unabhdngige Verbindungen der Lagrangeschen Ausdriicke
zu Divergenzen — umgekehrt folgt daraus die Invarianz von I
gegeniiber einer &,. Der Satz gilt auch noch im Grenzfall von

unendlich vielen Parametern.

II. Ist das Integral I invariant gegeniiber einer QSOOQ, in der die
willkiirlichen Funktionen bis zur oten Ableitung auftreten, so
bestehen p identische Relationen zwischen den Lagrangeschen
Ausdriicken und ihren Ableitungen bis zur oten Ordnung; auch hier
gilt die Umkehrung!Z.



Fiir die gemischten Gruppen gelten die Aussagen beider Sétze es
treten also sowohl Abhédngigkeiten wie davon unabhidngige
Divergenzrelationen auf.

Geht man von diesen Identititen zu dem zugehdrigen
Variationsproblem iiber, setzt also 1% = 0!8, so sagt Satz I im
eindimensionalen Fall — wo die Divergenz in ein totales
Differential iibergeht — die Existenz von g ersten Integralen aus,
zwischen denen allerdings nichtlineare Abhédngigkeiten bestehen
konnen'?; im mehrdimensionalen Fall erhilt man die neuerdings
oft als ,,Erhaltungssdtze® bezeichneten Divergenzgleichungen; Satz
IT sagt aus, dall g der Lagrangeschen Gleichungen eine Folge der
tibrigen sind.

Das einfachste Beispiel zu Satz IT — ohne Umkehrung — bildet die
Weierstrallsche Parameterdarstellung; hier ist das Integral bei
Homogenitdt erster Ordnung bekanntlich invariant, wenn man die
unabhédngige Variable  durch eine willkiirliche Funktion von x
ersetzt, die 4 ungeédndert laBt (y = p(z); vi(y) = u;(x)). Es tritt
also eine willkiirliche Funktion, aber ohne Ableitungen auf; und
dem entspricht die bekannte lineare Relation zwischen den

du;
Lagrangeschen Ausdriicken selbst: Zzp,—’ = 0. Ein weiteres
dx

Beispiel bietet die ,,allgemeine Relativitdtstheorie“ der Physiker; es
handelt sich hier um die Gruppe aller Transformationen der
T:Y; =D; (:1:), wihrend die w (als gy, und g bezeichnet) den
dadurch fiir die Koeffizienten einer quadratischen und linearen
Differentialform induzierten Transformationen unterworfen werden,
Transformationen, die die ersten Ableitungen der willkiirlichen
Funktionen p(x) enthalten. Dem entsprechen die bekannten n

Abhédngigkeiten zwischen den Lagrangeschen Ausdriicken und
ihren ersten Ableitungen!1%,



Spezialisiert man insbesondere die Gruppe dadurch, dal man keine
Ableitungen der w(z) in den Transformationen zuldft, und
aullerdem die transformierten unabhdngigen Grofen nur von den ,

nicht von den u abhdngen 14ft, so folgt (wie in § 5 gezeigt wird)

aus der Invarianz von I die relative Invarianz von E 1p; du; (1]

und ebenso der in Satz I auftretenden Divergenzen, sobald die
Parameter geeigneten Transformationen unterworfen werden.
Daraus folgt noch, dall auch die oben erwdhnten ersten Integrale die
Gruppe gestatten. Fiir Satz II ergibt sich ebenso die relative
Invarianz ~ der  mittelst der  willkiirlichen  Funktionen
zusammengefalSten linken Seiten der Abhédngigkeiten; und als Folge
davon noch eine Funktion, deren Divergenz identisch verschwindet
und die Gruppe gestattet — die in der Relativitdtstheorie der
Physiker den Zusammenhang zwischen Abhdngigkeiten und
Energiesatz vermittelt'l2, Satz II gibt schlieflich noch in
gruppentheoretischer Fassung den Beweis einer hiermit
zusammenhdngenden Hilbertschen Behauptung iiber das Versagen
eigentlicher Energiesdtze bei ,,allgemeiner Relativitat“. Mit diesen
Zusatz-Bemerkungen enthdlt Satz I alle in Mechanik u. s. w.
bekannten Sdtze iiber erste Integrale, widhrend Satz II als
grotmogliche  gruppentheoretische ~ Verallgemeinerung  der
»allgemeinen Relativitdtstheorie“ bezeichnet werden kann.

§ 2. Divergenzrelationen und Abhédngigkeiten.

Es sei & eine — endliche oder unendliche — Kkontinuierliche
Gruppe; dann 1dBt sich immer erreichen, da der identischen
Transformation die Werte Null der Parameter &, bezw. der
willkiirlichen Funktionen p(z) entsprechen!!2l. Die allgemeinste

Transformation wird also von der Form:



Yi =Ai(w,u, %,) =x; +Az; +...
Or

vi(y) = B; (.’L’, u, %,) =u; +Au; +...
Oz

wo Ax;, Au; die Glieder niedrigster Dimension in &, bezw. p(z)

und seinen Ableitungen, bedeuten; und zwar sollen sie linear darin
angenommen werden. Wie sich spéter zeigen wird, ist das keine
Einschréankung der Allgemeinheit.

Sei nun das Integral I eine Invariante gegeniiber @&, also die
Relation (1) erfiillt. Insbesondere ist dann I auch invariant
gegeniiber der in & enthaltenen infinitesimalen Transformation:

yi =z + Az vi(y) = us + Aug;

und dafiir geht die Relation (1) tiber in:

% O=AI=/.../f<y,v(y), g—z,...)dy
—//f(m u(z), %,...)dm,

wo das erste Integral iiber das dem x-Gebiet entsprechende
z + Ax-Gebiet zu erstrecken ist. Diese Integration 1dft sich aber
auch in eine Integration iiber das z-Gebiet verwandeln vermoge der
fiir infinitesimale A« geltenden Umformung

®) /.../f(y,v(y), g—z,...)dy



=//f(:c o(z), %,...)dw—k/.../Div(f-Aa:)-da:.

Fiihrt man somit an Stelle der infinitesimalen Transformation Awu
die Variation ein:

Bu,-
6:13 A

9) du; = vi(z) — ui(z) = Au; — Z Az,

so geht (7) und (8) tiber in:
(10) 0=/.../ {6 f + Div(f - Az)} dz.

Die rechte Seite ist die bekannte Formel fiir gleichzeitige Variation
der abhdngigen und unabhdngigen Variabeln. Da die Beziehung
(10) bei Integration tiiber jedes beliebige Gebiet erfiillt ist, so mul$
der Integrand identisch  verschwinden; die  Lieschen
Differentialgleichungen fiir die Invarianz von I gehen also {iber in
die Relation:

(11) §f + Div(f- Az) = 0.

Driickt man hierin nach (3) ) f durch die Lagrangeschen Ausdriicke
aus, so kommt:

(12) Y 4idu; =DivB  (B=A-f-Az),

und diese Relation stellt also fiir jedes invariante Integral I eine
Identitdt in allen auftretenden Argumenten dar; es ist die gesuchte
Form der Lieschen Differentialgleichungen fiir 71141,
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Sei nun vorerst & als endliche kontinuierliche Gruppe &,
angenommen; da nach Annahme Awu und Az linear in den
Parametern €1,...,€,, so gilt nach (9) das gleiche fiir du und

seine Ableitungen; somit sind A und B linear in den €. Setze ich
daher

B=BW¢ 4+ ...+ B¢, du=0ule; +... 4+ §ul9¢,,

8_u
ox

wo also 5u(1), ... Funktionen von z, u, ,..., S0 folgen aus

(12) die gesuchten Divergenzrelationen:
(13) Y 96w =DivBY;... Y 45u® = Div B@.

Es werden also p linear-unabhdngige Verbindungen der
Lagrangeschen  Ausdriicke zu  Divergenzen; die lineare
Unabhéangigkeit folgt daraus, dafl nach (9) aus bu=0,Az=0
auch Au =0, Ax = 0 folgen wiirde, also eine Abhingigkeit
zwischen den infinitesimalen Transformationen. Eine solche ist
aber nach Voraussetzung fiir keinen Parameterwert erfiillt; da sonst
die aus den infinitesimalen Transformationen durch Integration
wieder entstehende &, von weniger als g wesentlichen Parametern

abhinge. Die weitere Moglichkeit du = 0, Div (fAz) = 0 war
aber ausgeschlossen. Diese Schliisse gelten auch noch im Grenzfall
von unendlich vielen Parametern.

Sei nun & eine unendliche kontinuierliche Gruppe ®,; dann

werden wieder du und seine Ableitungen, also auch B, linear in
den willkiirlichen Funktionen p(z) und ihren Ableitungen!l?; sei

durch Einsetzen der Werte von du, noch unabhédngig von (12):
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Z¢i3ui =

apW 87 p»™
Ztﬁi {a?) (x, u, ...)pY(z) +b§’\) (z, u, )6— +-- +c£’\) (z, u, ...) o [
Xi z z

Nun lassen sich, analog der Formel der partiellen Integration nach
der Identitét:
pr(w)

o(z,u,...) = (—1)" - — - p(x) mod Divergenzen
die Ableitungen von p ersetzen durch p selbst und durch
Divergenzen, die linear in p und seinen Ableitungen werden; somit
kommt:

(14) 3 idu; =
5 { (9~ 2 (9) + - o) & (04} s

A

und in Verbindung mit (12):
(15) X° { () - % (60w:) +--+ (—1)"% () }p(’\) — Div (B—T).

Ich bilde nun das m-fache Integral iiber (15), erstreckt iiber irgend
ein Gebiet; und wihle die p(z) so, daR sie mit allen in (B —TI")
auftretenden Ableitungen am Rande verschwinden. Da das Integral
tiber eine Divergenz sich auf ein Randintegral reduziert,
verschwindet also auch das Integral iiber die linke Seite von (15)
fiir willkiirliche, nur am Rande mit geniigend vielen Ableitungen
verschwindende p(m); und daraus folgt nach bekannten Schliissen
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das Verschwinden des Integranden fiir jedes p(x), also die g
Relationen:

(16) Z{(aﬁ”fﬁi) - a% (80%:) +-- + (—1)"6% (c,(*’zpi)} —0 (A=12...0)

Das sind die gesuchten Abhdngigkeiten zwischen den
Lagrangeschen Ausdriicken und ihren Ableitungen bei Invarianz
von I gegeniiber &,; die lineare Unabhéngigkeit zeigt sich wie
oben, da die Umkehrung auf (12) zuriickfiihrt; und da man wieder
von den infinitesimalen Transformationen auf die endlichen
zuriickschlieBen kann, wie in § 4 ndher ausgefiihrt wird. Danach
treten also bei einer @4, schon in den infinitesimalen
Transformationen immer g willkiirliche Transformationen auf. Aus
(15) und (16) folgt noch Div (B —TI') = 0.

Setzt man entsprechend einer ,,gemischten Gruppe* Az und Au
linear in den € und den p(z) an, so sieht man, indem man einmal
die p(x), einmal die £ Null setzt, dak sowohl Divergenzrelationen
(13), wie Abhédngigkeiten (16) bestehen.

8§ 3. Umkehrung im Fall der endlichen Gruppe.

Um die Umkehrung zu zeigen, sind zuerst im wesentlichen die
vorhergehenden Uberlegungen in umgekehrter Reihenfolge zu
durchlaufen. Aus dem Bestehen von (13) folgt durch Multiplikation
mit den € und Addition das Bestehen von (12); und vermdge der
Identitdt (3) daraus eine Beziehung: § f + Div (A — B) = 0. Setzt

1
man also: Az = 7 - (A — B), so ist man dadurch zu (11) gelangt;

daraus folgt durch Integration schlieflich (7): AI =0, also die
Invarianz von I gegeniiber der durch Az, Au bestimmten
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infinitesimalen Transformation, wobei die Awu sich vermége (9) aus
Az und §u bestimmen, und Az und Aw linear in den Parametern
werden. AT = 0 zieht aber in bekannter Weise die Invarianz von I
gegeniiber den endlichen Transformationen nach sich, die durch
Integration des simultanen Systems entstehen:

dz du; T, =Y -
(17 dt v dt “ ( e )

Diese endlichen Transformationen enthalten g Parameter a; . ..a,
ndmlich die Verbindungen te1,...,t€,. Aus der Annahme, dall es

o und nur g linear unabhédngige Divergenzrelationen (13) geben
soll, folgt ferner, dall die endlichen Transformationen, sobald sie

Ou
die Ableitungen %2 nicht enthalten, stets eine Gruppe bilden. Im
i

entgegengesetzten Fall wdre namlich mindestens eine durch den
Lieschen Klammerprozel§ entstehende infinitesimale
Transformation keine lineare Verbindung der g tibrigen; und da [
auch diese Transformation gestattet, wiirde es mehr als g linear-
unabhédngige Divergenzrelationen geben; oder diese infinitesimale
Transformation wédre von der speziellen Form, daR
du = 0, Div (f - Az) = 0, dann aber wére Az oder Au gegen
Voraussetzung von Ableitungen abhédngig. Ob dieser Fall eintreten
kann, wenn Ableitungen in Az oder Awu auftreten, muf
dahingestellt bleiben; es sind dann dem oben bestimmten Az noch
alle Funktionen Az hinzuzufiigen, fiir welche Div (f - Az) = 0,

um wieder Gruppeneigenschaft zu erhalten; die dadurch
hinzutretenden Parameter sollen aber nach Verabredung nicht
mitgezahlt werden. Damit ist die Umkehrung bewiesen.

Aus dieser Umkehrung folgt noch, daf tatsichlich Az und Au
linear in den Parametern angenommen werden diirfen. Wéren
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niamlich Au und Az Formen hoheren Grades in &, so wiirden
wegen der Linearunabhdngigkeit der Potenzprodukte der € ganz
entsprechende Relationen (13), nur in groferer Anzahl folgen, aus
denen nach der Umkehrung Invarianz von I folgt gegeniiber einer
Gruppe, deren infinitesimale Transformationen die Parameter linear
enthalten. Soll diese Gruppe genau g Parameter enthalten, so
miissen zwischen den urspriinglich durch die Glieder hoéheren
Grades in € erhaltenen Divergenzrelationen lineare Abhdngigkeiten
bestehen.

Es sei noch bemerkt, daf in dem Fall, wo Az und Awu auch
Ableitungen der w enthalten, die endlichen Transformationen von
unendlich vielen Ableitungen der w abhdngen kénnen; denn die
Integration von (17) fiihrt in diesem Fall bei der Bestimmung von

Pz, dPu; aqu( Ou ) _ 0Au ﬁBAw,\

_— — — so dal$
de2 ’ de2 0z, ’

die Anzahl der Ableitungen von « im allgemeinen bei jedem Schritt
wadchst. Ein Beispiel bietet etwa:

0z, 3 Oz) Oz,

(u—v'z); du==zx-¢;

f=3uty=—upoo=—

—2 2
Az = ,2ae, Ay = (w— _u) - E.

Da die Lagrangeschen Ausdriick einer Divergenz identisch
verschwinden, zeigt die Umkehrung schliefllich noch das folgende:
Gestattet I eine &,, so gestattet jedes Integral, das sich von I nur

um ein Randintegral, d. h. ein Integral iiber ein Divergenz
unterscheidet, ebenfalls eine &, mit denselben du, deren

infinitesimalen Transformationen im allgemeinen Ableitungen der
u enthalten werden. So gestattet etwa entsprechend dem obigen
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dx
Transformation Awu =xe, Az =0; wihrend in den f
entsprechenden infinitesimalen Transformationen Ableitungen der
u auftreten.

. . * 1 2 d u2 . . .. .
Beispiel: ~ f* =2 qu” —— | — die infinitesimale
T

Geht man zum Variationsproblem {iber; d. h. setzt man 1; = oLLel,
o} geht (13) iber in die Gleichungen:
Div BY =0,...,Div B@ =, die vielfach als
,Erhaltungssdtze“ bezeichnet werden. Im eindimensionalen Fall
folgt daraus: B® = const;...,B® = const; und hierbei
enthalten die B hochstens (23¢ — 1)te Ableitungen der w (nach
(6)), sobald Au und Az keine héheren Ableitungen als die in f
auftretenden s¢-ten enthalten. Da in % im allgemeinen 2¢-te
Ableitungen auftreten!'Z], hat man also die Existenz von g ersten
Integralen. DaR unter diesen nicht-lineare Abhdngigkeiten bestehen
konnen, zeigt wieder das obige f. Den linear-unabhéngigen
Au=¢;, Az =c¢€9 entsprechen die linear-unabhéingigen

wahrend

. . n __ d r,oon / 2.
Relationen: U= 2 I (u )
zwischen den ersten Integralen u' = const.; u’* = const. eine
nichtlineare Abhdngigkeit besteht. Dabei handelt es sich um den
elementaren Fall, dal Aw, Ax keine Ableitungen der wu

enthalten[18!,

2

§ 4. Umkehrung im Fall der unendlichen Gruppe.

Vorerst sei gezeigt, da die Annahme der Linearitit von Az und
Awu keine FEinschrinkung vorstellt, was sich hier schon ohne
Umkehrung aus der Tatsache ergibt, dal &, von g und nur
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willkiirlichen Funktionen formal abhdngt. Es zeigt sich ndmlich,
dal im nichtlinearen Fall bei Zusammensetzung der
Transformationen, wobei die Glieder niedrigster Ordnung sich
addieren, die Anzahl der willkiirlichen Funktionen zunehmen
wiirde. In der Tat, sei etwa

Op

ou
—A X p)= ) Lt
y (wu , ,p) o4 Y al@ (e )

+cp"_2<%)2 +...+d(g_z)" L (pu _ (p(n)w (p(«z))”‘-’) ;

Ou
6—,...;p , so kommt durch
T
Ov

By

und entsprechend v = B (:13, u,

Zusammensetzung mit z = A (y, Vy——yenn) q) fiir die Glieder

niedrigster Ordnung;:

v 1P 104
s=w—I—Za(p —i—q)—l—b{p 1a—l-q 1%}

L (0p\® ., .(0q\"
y—2 v—2
—|—c{p (_6:1:) +q (_3:13) + ...,

Ist hier irgend ein von @ und b verschiedener Koeffizient von Null

op\° dq\’
verschieden, kommt also ein Term: p” or +q¢° b
Or Ox

wirklich fir ¢ >1 wvor, so ladft sich dieser nicht als
Differentialquotient einer einzigen Funktion oder Potenzprodukt
eines solchen schreiben; die Zahl der willkiirlichen Funktionen hat
also gegen die Voraussetzung zugenommen. Verschwinden alle von
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a und b verschiedenen Koeffizienten, so wird je nach den Werten
der Exponenten v ...v, der zweite Term der Differentialquotient

des ersten (wie z. B. immer fiir eine $1), so dalf also tatsdchlich
Linearitdt eintritt; oder aber die Anzahl der willkiirlichen
Funktionen nimmt auch hier zu. — Die infinitesimalen
Transformationen geniigen also wegen der Linearitdt der p(z)
einem System linear partieller Differentialgleichungen; und da die
Gruppeneigenschaft erfiillt ist, bilden sie eine ,,unendliche Gruppe
infinitesimaler Transformationen“ nach der Definition von Lie
(Grundlagen, § 10).

Die Umkehrung ergibt sich nun dhnlich wie im Fall der endlichen
Gruppe. Das Bestehen der Abhdngigkeiten (16) fiihrt durch

Multiplikation mit p® () und Addition vermége der identischen
Umformung (14) auf Z ¥;0u; = Div I'; und daraus folgt wie in

§ 3 die Bestimmung von Az und Awu und die Invarianz von I
gegeniiber diesen infinitesimalen Transformationen, die tatsdchlich
linear von g willkiirlichen Funktionen und ihren Ableitungen bis
zur o-ten Ordnung abhdngen. Dall diese infinitesimalen

Ou
Transformationen, wenn sie keine Ableitungen YRR enthalten,
4

sicher eine Gruppe bilden, folgt wie in § 3 daraus, da8 sonst durch
Zusammensetzung mehr willkiirliche Funktionen auftreten wiirden,
wahrend es nach Annahme nur ¢ Abhdngigkeiten (16) geben soll;
sie bilden also eine ,unendliche Gruppe von infinitesimalen
Transformationen®. Eine solche besteht aber (Grundlagen, Theorem
VI, S. 391) aus den allgemeinsten infinitesimalen
Transformationen einer gewissen dadurch definierten im Lieschen
Sinne ,,unendlichen Gruppe & von endlichen Transformationen®.
Jede endliche Transformation wird dabei aus infinitesimalen
erzeugt (Grundlagen, § 7)[19] entsteht also durch Integration des
simultanen Systems:
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= Azi; 2= Ay, filr ¢ = 0
dt T g i (uz':v ' )’

wobei es aber nétig sein kann, die willkiirlichen p(z) noch von ¢
abhdngig anzunehmen. & hdngt also tatsdchlich von o
willkiirlichen Funktionen ab; geniigt es insbesondere, p(x) von ¢
frei anzunehmen, so wird diese Abhdngigkeit analytisch in den

willkiirlichen Funktionen g(z) = t - p(x)2%. Treten Ableitungen
Ou

%, e o
Transformation du = 0, Div(f- Az) = 0 zuzufiigen, ehe man

auf, so kann es notig sein, noch infinitesimale

dieselben Schliisse macht.

Es sei im Anschlul§ an ein Liesches Beispiel (Grundlagen, § 7) noch
ein ziemlich allgemeiner Fall angegeben, wo man bis zu expliziten
Formeln vordringen kann, die zugleich zeigen, dall die Ableitungen
der willkiirlichen Funktionen bis zur o-ten Ordnung auftreten; wo
die Umkehrung also vollstdndig ist. Es sind das solche Gruppen
infinitesimaler ~Transformationen, denen die Gruppe aller
Transformationen der und dadurch ,induzierter
Transformationen der u entspricht; d. h. solche Transformationen
der u, bei denen Aw und folglich © nur von den in Az auftretenden
willkiirlichen Funktionen abhdngen; wobei noch angenommen sei,

ou
daR die Ableitungen FYCREE in Aw nicht auftreten. Man hat also:
T

; n ap™ 8°p™
Az; = p9 (z); Au; = ; {a(/\) (z, w)p™ + b™ 5 4o g ™ el

Da die infinitesimale Transformation Az =p(z) jede
Transformation ¢ = y + ¢(y) mit willkiirlichem g(y) erzeugt, 14Rt
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sich insbesondere p(x) so von t abhingig bestimmen, daf die
eingliedrige Gruppe erzeugt wird:

(18) i =y +t-9i(y),

die fir ¢t=0 in die Identitit, fir ¢t =1 in die gesuchte
z =y+ g(y) iibergeht. Durch Differentiation von (18) folgt
ndmlich:

dmi

9T _ N ()
(19) 5 9 (y) =" (z,1),

wo sich p(z, t) aus g(y) durch Umkehrung von (18) bestimmt; und
umgekehrt entsteht (18) aus (19) vermdge der Nebenbedingung
xz; = y; fir t =0, durch die das Integral eindeutig festgelegt ist.
Vermoge (18) lassen sich in Awu die « durch die
,Integrationskonstanten“ y und durch ¢ ersetzen; dabei treten die
9(y) genau bis zur o-ten Ableitung auf, indem man in

0 0g O 0
P _ Z 29 Y= die % durch i ausdriickt, allgemein
Ox Oy, Ox Oz Oy
07 0 0 0°

P durch seinen Wert in —g,...,—w,... v ersetzt. Zur
Ox° Oy Oy Oy’

Bestimmung der u ergibt sich also das Gleichungssystem:

du; dg 0%g y
dt =F; (g(y)a a_yv--%)uat) (u; = v; furt = 0)
in dem nur ¢ und w Variable sind, die g(y),... aber dem

Koeffizientenbereich angehéren, sodal die Integration ergibt:
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0 0°
ui:'Ui+Bi('va g(y)’ a_zwﬂa_yfa t) ’
t=1

also Transformationen, die genau von o Ableitungen der
willkiirlichen Funktionen abhdngen. Die Identitdt ist darin nach
(18) fiir g(y) =0 enthalten; und die Gruppeneigenschaft folgt

daraus, dall das angegebene Verfahren jede Transformation
x =y + g(y) liefert, wodurch die induzierte der u eindeutig

festgelegt ist, die Gruppe & also erschopft wird.

Aus der Umkehrung folgt noch nebenbei, dal es keine
Einschréankung bedeutet, die willkiirlichen Funktionen nur von den

u
z, nicht von den u, FYCREE abhdngig anzunehmen. In letzterem
x

Falle wiirden namlich in der identischen Umformung (14), also

opW) op™)

auch in (15), auller den po‘) noch , auftreten.
Ou aau
o
Nimmt man nun sukzessive die po‘) als nullten, ersten, ... Grades
ou
in wu, 52 an, mit willkiirlichen Funktionen von z als
T

Koeffizienten, so kommen wieder Abhdngigkeiten (16), nur in
groferer Anzahl; die aber nach der obigen Umkehrung durch
Zusammenfassung mit nur von & abhdngigen willkiirlichen
Funktionen auf den friiheren Fall zuriickfiihren. Ebenso zeigt man,
dall gleichzeitigem Auftreten von Abhdngigkeiten und davon
unabhdngigen Divergenzrelationen gemischte Gruppen
entsprechen!21],

§ 5. Invarianz der einzelnen Bestandteile der Relationen.
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Spezialisiert man die Gruppe & auf den einfachsten, gewohnlich
betrachteten Fall dadurch, dalf man in den Transformationen keine
Ableitungen der w zuldft, und da die transformierten
unabhdngigen Variabeln nur von den z, nicht von den v abhdngen,
so kann man auf Invarianz der einzelnen Bestandteile in den
Formeln schliefen. Vorerst ergibt sich nach bekannten Schliissen

die Invarianz von / . / (Z 1/),61%) dz; also die relative

Invarianz von E ;6u; 122! unter § irgend eine Variation

verstanden. Man hat ndmlich einerseits:

81 = / /6f(a:u, )d _/ /af(y,v, )y

ou

%,ooo,
ou

wegen der linearen, homogenen Transformation der du, d—,
i

anderseits fiir am Rande verschwindendes du, &

. Ov :
auch am Rande verschwindendes dv, & PR entspricht:
Yy

//5f(zu;—a:) da::/.../(Z¢i(u,...)5ui)dz;
/.../Jf(y,v,%,...)dy:/.../(Z%(v,...)&vi)dy,

Ou

folglich fiir am Rande verschwindendes du, § —,-- - :
z
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/.“/(Z%(u,.”)&ti)da}:/“'/(Z%(v,...)&)i)dy
— [ [(Z 0o, o) |§wﬁ

>’

dzx.

Driickt man im dritten Integral y, v, év durch z,u, du aus, und setzt
es dem ersten gleich, so hat man also eine Relation

//(sz(u,)&uz) de =0

fiir am Rande verschwindendes, sonst willkiirliches du, und hieraus
folgt bekanntlich das Verschwinden des Integranden fiir beliebiges
du; es gilt also identisch in du die Relation:

(Z ¥i(v,.. .)6'ui) ,

die die relative Invarianz von Z ;0u; und folglich die Invarianz
von / ... / (Z 1/),'5u,') dz aussagt'23],

Um dies auf die abgeleiteten Divergenzrelationen und
Abhéngigkeiten anzuwenden, ist zuerst nachzuweisen, dafl das aus
den Au, Az abgeleitete du tatsdchlich den
Transformationsgesetzen fiir die Variation du geniigt, sobald nur die
Parameter, bezw. willkiirlichen Funktionen in dv so bestimmt
werden, wie sie der dhnlichen Gruppe der infinitesimalen
Transformationen in y,v entsprechen. Bezeichnet %, die

Oy;

D wilu,...)ou = ‘

0z,

Transformation, die x, u tiberfiihrt in y, v; ‘Zp eine infinitesimale in
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x,u, so ist die dazu dhnliche in y, v gegeben durch ¥ = ‘Iq‘Zp‘Z_l ,
wo also die Parameter, bezw. willkiirlichen Funktionen 7 sich aus p
und g bestimmen. In Formeln driickt sich das so aus:

Tp: ¢ =z + Az(z,p); vt =u+ Au(z,u,p);
T':1 'y =A(waQ); v =B(wauaq);
% = Az + Az(z,p), q); v* = B(z + Az(p), u+ Au(p), q).

Hieraus entsteht aber ¥, = Tq‘fpfq_l , also
n=y+Ay(r); v =v+Av(r),

indem man vermoége der Umkehrung von &, die  als Funktionen

der y betrachtet und nur die infinitesimalen Glieder beriicksichtigt;
also hat man die Identitét:

(20) n=y+Ay(r) = y+z—mq) Az(p);

OB (wuq)

v* —'v+A'u(7')—v+§:M —|—Z Au(p).

Ersetzt man hierin £ = ¢ + Az durch £ — A&, wodurch also £
wieder in z iibergeht, also Az verschwindet; so geht nach der
ersten Formel (20) auch ) wieder in y = 1 — An {iber; geht durch

diese Substitution Au(p) iiber in du(p), so geht also auch Av(r)
iiber in dv(r), und die zweite Formel (20) gibt:

vt Bofy v, ) vt DD 5
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_ 0B -
ov(y,v,...7) = Z W&ux(w,%p),

so dal8 also tatsdchlich die Transformationsformeln fiir Variationen

erfiillt sind, sobald nur dv von den Parametern, bezw. willkiirlichen
Funktionen r abhingig angenommen wird 241,

Es folgt also insbesondere die relative Invarianz von Z% Su,-;

also auch nach (12), da die Divergenzrelationen auch in y, v erfiillt
sind, die relative Invarianz von Div B; und weiter nach (14) und

(13) die relative Invarianz von DivI' und der mit den p(A)
zusammengefal$ten linken Seiten der Abhdngigkeiten, wo immer in
den transformierten Formeln die willkiirlichen p(z) (bezw. die
Parameter) durch die 7 zu ersetzen sind. Daraus ergibt sich noch die
relative Invarianz von Div (B —T'), also einer Divergenz eines

nicht identisch verschwindenden Funktionensystems B — I, dessen
Divergenz identisch verschwindet.

Aus der relativen Invarianz von Div B ldft sich im
eindimensionalen Fall und bei endlicher Gruppe noch ein Schluf$
auf die Invarianz der ersten Integrale ziehen. Die der
infinitesimalen Transformation entsprechende
Parametertransformation wird nach (20) linear und homogen, und
wegen der Umkehrbarkeit aller Transformationen werden auch die
¢ linear und homogen in den transformierten Parametern £*. Diese
Umkehrbarkeit bleibt sicher erhalten, wenn man ¢ = 0 setzt, da in
(20) keine Ableitungen der w auftreten. Durch Gleichsetzen der
Koeffizienten der €* in

d
Div B(z,u,...€) = d_y - Div B(y,v,...€")
T
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d
werden somit auch die d—B()‘) (y,v,...) lineare, homogene
Y

d

Funktionen der d—B()‘) (z,u,...), sodaf aus
x
diB(}‘) (z,u,...) =0 oder B™ (2,u) = const. auch, folgt:
x
d
d—B(’\) (y,v,...) =0 oder BX(y,v) = const. Die g ersten
Yy

Integrale, die einer &, entsprechen, gestatten also jeweils die
Gruppe, so dall sich auch die weitere Integration vereinfacht. Das
einfachste Beispiel hierzu ist, dal f von & oder einem wu frei ist,
was den infinitesimalen Transformation Az = e, Au = 0 bezw.
= U
Az = 0, Au = ¢ entspricht. Es wird du = —ed— bezw. €, und
T
da B sich aus f und du durch Differentiation und rationale
Verbindungen ableitet, ist es also auch frei von  bezw. u und
gestattet die entsprechenden Gruppen22],

§ 6. Eine Hilbertsche Behauptung.

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich schlieflich noch der Beweis
einer Hilbertschen Behauptung tiber den Zusammenhang des
Versagens eigentlicher Energiesdtze mit ,,allgemeiner Relativitat®
(erste Kleinsche Note, Gottinger Nachr. 1917, Antwort, 1. Absatz),
und zwar in verallgemeinerter gruppentheoretischer Fassung.

Es gestatte das Integral I eine &, und &, sei irgend eine durch

Spezialisierung der willkiirlichen Funktionen entstehende endliche
Gruppe, also Untergruppe von &,,. Der unendlichen Gruppe &,

entsprechen dann Abhéangigkeiten (16), der endlichen &,
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Divergenzrelationen (13); und umgekehrt folgt aus dem Bestehen
irgend welcher Divergenzrelationen die Invarianz von I gegeniiber
einer endlichen Gruppe, die dann und nur dann mit &, identisch
ist, wenn die du lineare Kombinationen der sich aus &,
ergebenden sind. Die Invarianz gegeniiber &, kann also zu keinen
von (13) verschiedenen Divergenzrelationen fiihren. Da aber aus
dem Bestehen von (16) die Invarianz von I gegeniiber den
infinitesimalen ~Transformationen Awu, Az von &4, bei
beliebigem p(xz) folgt, so folgt daraus insbesondere schon die

Invarianz gegeniiber den daraus durch Spezialisierung entstehenden
infinitesimalen Transformationen von &, und folglich gegeniiber

®,. Die Divergenzrelationen Z ;6 'u,g)‘) — Div BY miissen
also Folgen der Abhéngigkeiten (16) sein, welch letztere sich auch
schreiben lassen: Z U5 ag’\) = Div X(A), wo die x™ lineare
Verbindungen der Lagrangeschen Ausdriicke und ihrer Ableitungen
sind. Da die 1 sowohl in (13) wie in (16) linear eingehen, miissen

die Divergenzrelationen also insbesondere lineare Kombinationen
der Abhédngigkeiten (16) sein; somit kommt

Div B» = Div (Za . x(’\)>; und die B® selbst setzen sich

also linear aus den yx, d. h. den Lagrangeschen Ausdriicken und
ihren Ableitungen zusammen, und aus Funktionen, deren Divergenz
identisch verschwindet, wie etwa die am Schluf von § 2
auftretenden B — T, fiir welche Div (B —T') =0, und wo die
Divergenz zugleich Invarianteneigenschaft hat.

Divergenzrelationen, bei denen sich die BY auf die angegebene
Art aus den Lagrangeschen Ausdriicken und ihren Ableitungen
zusammensetzen lassen, will ich als ,uneigentliche®, alle iibrigen
als ,,eigentliche” bezeichnen.
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Sind umgekehrt die Divergenzrelationen lineare Verbindungen der
Abhiéngigkeiten (16), also ,,uneigentliche®, so folgt die Invarianz
gegeniiber &, aus der gegeniiber G,; & wird Untergruppe von
Sp. Die einer endlichen Gruppe &, entsprechenden
Divergenzrelationen werden also dann und nur dann uneigentliche,
wenn &, Untergruppe einer unendlichen Gruppe ist, der
gegeniiber I invariant ist.

Durch Spezialisierung der Gruppen ergibt sich hieraus die
urspriingliche Hilbertsche Behauptung. Unter
,» verschiebungsgruppe“ sei die endliche Gruppe verstanden:

y = + &5 v(y) = ui(x);

also:

— ou;
Awi = &;, A'u,, IO, 6’(,61 = — Z&')\.
2 b,

Die Invarianz gegeniiber der Verschiebungsgruppe sagt bekanntlich

aus, daf in I:/.../f(m,u,%,...)dm die x nicht
x

explizit in f auftreten. Die zugehorigen n Divergenzrelationen

3 v g;”:' =DivB» (A=1,2,...n)

seien als ,Energierelationen“ bezeichnet, da die dem
Variationsproblem entsprechenden ,Erhaltungssitze*
DivB» =0 den ,Energiesitzen®, die BW den
,Energiekomponenten“ entsprechen. Dann gilt also: Gestattet I die
Verschiebungsgruppe, so werden die Energierelationen dann und
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nur dann uneigentliche, wenn I invariant ist gegeniiber einer
unendlichen Gruppe, die die Verschiebungsgruppe als Untergruppe
enthdilt'2%],

Ein Beispiel von solchen unendlichen Gruppen ist gegeben durch
die Gruppe aller Transformationen der x und solcher induzierter
Transformationen der w(z), in denen nur Ableitungen der

willkiirlichen Funktionen p(x) auftreten; die Verschiebungsgruppe

entsteht durch die Spezialisierung p® (z) = &;; doch muR

unentschieden bleiben, ob damit — und durch die durch
Abidnderung von I um ein Randintegral entstehenden Gruppen —
schon die allgemeinsten dieser Gruppen gegeben sind. Induzierte
Transformationen der angegebenen Art entstehen etwa, indem man
die wu den Koeffiziententransformationen einer ,totalen

Differentialform* unterwirft, d. h. einer Form
Zad)‘a:i + Zbd)‘_lwi dz, + ..., die aufer den dx noch
hohere Differentiale enthalt; speziellere induzierte

Transformationen, bei denen die p(x) nur in erster Ableitung
auftreten, sind durch die Koeffiziententransformationen
gewohnlicher Differentialformen Z cdx;, ...dz;, gegeben, und

diese hat man gewohnlich nur betrachtet.

Eine weitere Gruppe der angegebenen Art — die wegen des
Auftretens des logarithmischen Gliedes keine
Koeffiziententransformation sein kann — ist etwa die folgende:

Die Abhédngigkeiten (16) werden hier:
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?

d);
die uneigentlichen Energierelationen werden:

,  d(; +const.)
Z ('(,bz’u,z + Iz ) =0

Ein einfachstes invariantes Integral der Gruppe ist:

—2U1
e
U — Uy
Das allgemeinste I bestimmt sich durch Integration der Lieschen
Differentialgleichung (11):

- d

die durch Einsetzen der Werte fiir Az und §u, sobald man f als
von nur ersten Ableitungen der « abhédngig annimmit, iibergeht in

0 0 0 0
ao0(o)+ { X g = ok + 1} # 0+ { X 5 | #(0) =0

(identisch in p(z), p'(z), p"(z)). Dieses Gleichungssystem
besitzt schon fiir zwei Funktionen wu(x) Losungen, die die
Ableitungen wirklich enthalten, namlich:
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f=(u —u’)@(u —u i)
1 2 1 2 / )

_ I
Uy — Uy

wo ® eine willkiirliche Funktion der angegebenen Argumente
bedeutet.

Hilbert spricht seine Behauptung so aus, dal das Versagen
eigentlicher Energiesdtze ein charakterisches Merkmal der
»allgemeinen Relativitdtstheorie“ sei. Damit diese Behauptung
wortlich gilt, ist also die Bezeichnung ,allgemeine Relativitéit®
weiter als gewohnlich zu fassen, auch auf die vorangehenden von n
willkiirlichen Funktionen abhingenden Gruppen auszudehnen!28,

1. 1 Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende
September eingereicht.

2. 1 Hamel: Math. Ann. Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys.
Bd. 50. Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 36, bes. § 9, S. 511.
Fokker, Verslag d. Amsterdamer Akad., 27./1. 1917. Fir die
weitere Litteratur vergl. die zweite Note von Klein: Gottinger
Nachrichten 19. Juli 1918.

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math.
Zeitschrift Bd. 2) handelt es sich um Aufstellung von
Invarianten nach dhnlicher Methode.

3.1 Lie definiert in den ,,Grundlagen fiir die Theorie der
unendlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen® (Ber.
d. K. Sdchs. Ges. der Wissensch. 1891) [zitiert ,,Grundlagen®]
die unendliche kontinuierliche Gruppe als
Transformationsgruppe, deren Transformationen durch die
allgemeinsten =~ Losungen  eines  Systems  partieller
Differentialgleichungen gegeben sind, sobald diese Losungen
nicht nur von einer endlichen Anzahl von Parametern
abhdngen. Dadurch erhdlt man also einen der oben
angegebenen, von der endlichen Gruppe verschiedenen Typen;
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wihrend umgekehrt der Grenzfall von unendlich vielen
Parametern nicht notwendig einem
Differentialgleichungssystem zu geniigen braucht.

. 1 Ich lasse — soweit moglich auch bei Summationen — die

H? o2
Indices weg; also etwa v fiir Yo
Ox2 0z30.

u. S. w.

1 Ich schreibe abkiirzend dz, dy fir

;l:cl c..dzy, dyy ...dy,.

.1 Alle in den Transformationen auftretenden Argumente

z, u, €, p(x) sollen als reell angenommen werden, wahrend
die Koeffizienten komplex sein diirfen. Da es sich aber in den
SchlufSresultaten um Identitéiten in den x, w, Parametern und
willkiirlichen Funktionen handelt, gelten diese auch fiir
komplexe Werte, sobald nur alle auftretenden Funktionen als
analytisch angenommen werden. Ein groRBer Teil der Resultate
lakt sich {tbrigens integralfrei begriinden, sodall hier die
Beschrankung auf das Reelle auch bei der Begriindung nicht
notwendig ist. Dagegen scheinen die Betrachtungen am
Schlusse von § 2 und Anfang von § 5 nicht integralfrei
durchfiihrbar zu sein.

.1 Fiir gewisse triviale Ausnahmefdlle vergl. § 2, 2.
Anmerkung.
. 1 Etwas allgemeiner kann man auch ; = Tj, setzen, vergl. §

3, erste Anmerkung.

. 1 Vergl. den Schlul§ von § 3.
10.

11.

12.
13.

1 Vergl. etwa die Kleinsche Darstellung.
1D.h. Z 1; 6u; nimmt bei Transformation einen Faktor an.
1 Vergl. die zweite Kleinsche Note.

1 Vergl. etwa Lie: ,,Grundlagen®, S. 331. Handelt es sich um

willkiirliche Funktionen, so sind die speziellen Werte a° der
g

FREEE

Parameter durch feste Funktionen p?, . ZU ersetzen,
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14.

15.

16.

17.
18.

19.

und entsprechend die Werte a? +& durch p° + p(z),
Op° Op
+ —us.w

0r Oz
1 (12) geht iiber in 0 = 0 fiir den trivialen Fall — der nur

auftreten kann, wenn Az, Awu auch von Ableitungen der u
abhingen — wenn Div(f-Az) =0, du=0; diese
infinitesimalen Transformationen sind also stets von den
Gruppen abzuspalten; und nur die Anzahl der iibrigen
Parameter oder willkiirlichen  Funktionen bei den
Formulierungen der Sédtze zu zdhlen. Ob die iibrigen
infinitesimalen Transformationen noch stets eine Gruppe
bilden, mul§ dahingestellt bleiben.

1 DaB es keine Einschrankung bedeutet, die p von den
Ou
u, —, ... frei anzunehmen, zeigt die Umkehrung.
45

1 %; =0 oder etwas allgemeiner v; =T;, wo 1; neu
hinzutretende Funktionen sind, werden in der Physik als
»Feldgleichungen®“ bezeichnet. Im Fall 4; = T; gehen die

Identitdten (13) in Gleichungen: Div BWY = ZT;I&U'EA)
iiber, die in der Physik auch noch als Erhaltungssitze

bezeichnet werden.
1 Sobald f nichtlinear in den s¢-ten Ableitungen ist.

1 Sonst hat man noch u' = const. fiir jedes A, entsprechend:
1d
" Nna-1 AP
u - (u = ——(u
WP = W)

1 Daraus folgt insbesondere, dal8 die aus den infinitesimalen
Transformationen Az, Awu einer Go, erzeugte Gruppe &

wieder auf Gy, zuriickfiihrt. Denn &, enthélt keine von

Az, Au verschiedenen, von willkiirlichen Funktionen
abhdngenden infinitesimalen Transformationen, und kann auch
keine davon unabhdngigen, von Parametern abhdngenden
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20.

21.

enthalten, da es sonst eine gemischte Gruppe ware. Durch die
infinitesimalen Transformationen sind aber nach dem obigen
die endlichen bestimmit.

1 Die Frage, ob etwa immer dieser letztere Fall eintritt, ist in
anderer Formulierung von Lie aufgeworfen worden
(Grundlagen, § 7 und § 13 SchluB).

1 Wie in § 3 folgt auch hier aus der Umkehrung, da neben I
auch jedes um ein Integral iiber eine Divergenz verschiedene
Integral I* ebenfalls eine unendliche Gruppe gestattet, mit
denselben du, wobei aber Az und Awu im allgemeinen
Ableitungen der u enthalten werden. Ein solches Integral I*
hat Einstein in die allgemeine Relativititstheorie eingefiihrt,
um eine einfachere Fassung der Energiesdtze zu erhalten; ich
gebe die infinitesimalen Transformationen an, die dieses I*
gestattet, indem ich mich in der Bezeichnung genau an die
zweite Kleinsche Note halte. Das Integral

I=/.../de=/.../ﬁd5 gestattet die Gruppe

aller Transformationen der w und die dadurch induzierte fiir
die g,»; dem entsprechen die Abhéngigkeiten ((30) bei Klein):

89" Ryur
Zﬁuygﬁ”+22% = 0.

Nun wird: I* =/.../ﬁ*d8’, wo R* = &+ Div, und
folglich wird: &, = R, wo R,
Lagrangeschen Ausdriicke bedeuten. Die angegebenen

Abhéangigkeiten sind also auch solche fiir ;,,; und nach

Multiplikation mit p” und Addition ergibt sich durch die
Umformungen der Produktdifferentiation riickwarts:

R jeweils die
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22.

23.

Zﬁu,,p"” + 2Div (Z g’“’ﬁ,”pT) =0;

o8 .\
aggypu)_o.

Durch Vergleichen mit der Lieschen Differentialgleichung:
dR* + Div (R*Aw) = 0 folgt daraus:

d&* + Div (Z 29" Rrp” —

OR*
ogs”

Buf = & (Z 20" Ky pﬂ”) P AgY =p+ Y g Awe

als infinitesimale Transformationen, die I* gestattet. Diese
infinitesimalen Transformationen hédngen also von den ersten
und zweiten Ableitungen der ¢g"” ab, und enthalten die
willkiirlichen p bis zur ersten Ableitung.

1 D. h. Zz,bi&ui nimmt bei Transformationen einen Faktor

an, was in der algebraischen Invariantentheorie immer als
relative Invarianz bezeichnet wurde.
1 Diese Schliisse versagen, wenn y auch von den u« abhdngt,

of

v . .
da dann 0f (y, Us 3y ) auch Glieder Z a—ytsy enthilt,
die Divergenzumformung also nicht auf die Lagrangeschen
Ausdriicke fiihrt, ebenso wenn man Ableitungen der u zuldft;
dann werden nidmlich die év lineare Kombinationen von

Ou

ou,6— FEREE filhren also erst nach einer weiteren
z

Divergenzumformung eine Identitét

/ / sz (u,.. )6u) dr = 0, sodaR rechts wieder

nicht die Lagrangeschen Ausdriicke auftreten.
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25.

Die Frage, ob aus der Invarianz von / . / (Z Y; 5ui) dz

auch schon auf das Bestehen von Divergenzrelationen
geschlossen werden kann, ist nach der Umkehrung
gleichbedeutend damit, ob daraus auf die Invarianz von [
geschlossen werden kann gegeniiber einer Gruppe, die nicht
notwendig auf dieselben Au, Az, wohl aber auf dieselben u
fiihrt. Im Spezialfall des einfachen Integrals und nur erster
Ableitungen in f kann man bei der endlichen Gruppe aus der
Invarianz der Lagrangeschen Ausdriicke auf die Existenz
erster Integrale schliefen (vergl. z. B. Engel, Gott. Nachr.
1916, S. 270).

1 Es zeigt sich wieder, dafl y von v unabhéngig angenommen
werden mull usw., damit die Schliisse gelten. Als Beispiel
seien etwa die von Klein angegebenen dg** und dg, genannt,
die den Transformationen fiir Variationen geniigen sobald die
p einer Vektortransformation unterworfen werden.

1 In den Fillen, wo schon aus der Invarianz von

/ (Z '(,b,&u,z) dx die Existenz erster Integrale folgt,

gestatten diese nicht die vollsténdige Gruppe &,; z. B.
gestattet / (u"éu)dz die infinitesimale Transformation:

Ax =e9; Au=¢; + xe3; wihrend das erste Integral
u — v’z = const, das Az =0, Au = xey entspricht, die
beiden andern infinitesimalen Transformationen nicht
gestattet, da es sowohl u wie & explizit enthélt. Diesem ersten
Integral entsprechen eben infinitesimale Transformationen fiir
f, die Ableitungen enthalten. Man sieht also, da8 die Invarianz

von [ ... ;du; )dx jedenfalls weniger leistet als die
O v j g
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27.

28.

Invarianz von I, was zu der in einer vorangehenden
Anmerkung aufgeworfenen Frage zu bemerken ist.
1 Die Energiesdtze der klassischen Mechanik und ebenso die

der alten ,Relativitatstheorie” (wo Z dz? in sich ibergeht),

sind ,eigentliche“, da hier keine unendlichen Gruppen
auftreten.

1 Aus diesen infinitesimalen Transformationen berechnen sich
die endlichen riickwérts nach der in § 4, Schluff angegebenen
Methode.

1 Hiermit ist wieder die Richtigkeit einer Bemerkung von
Klein bestdtigt, dal$ die in der Physik {ibliche Bezeichnung
,Relativitit“ zu ersetzen sei durch ,,Invarianz relativ zu einer
Gruppe“. (Uber die geometrischen Grundlage der

Lorentzgruppe. Jhrber. d. d. Math. Vereinig. Bd. 19, S. 287,
1910; abgedruckt in der phys. Zeitschrift.)

Anmerkungen
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